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Лекция № 18

9.3 Решение систем алгебраических уравнений

9.3.1 Особенности решения матричных уравнений.


Гауссово исключение и проблема упорядочения.

 
Система уравнений, которую надо решить есть:

Ах = b
Процесс исключения состоит из n-1 шагов

А(K+1) = L(K)A(K)

и начинается с матрицы А(1) =А
Элементы матрицы А(K+1) находятся по формуле:

aij(K+1)=aij(K)  - Кп, где Кп = aiK(K) aKi(K)/ aKK(K) ;

Конечным результатом исключения является верхняя треугольная матрица U=A(U) ,  а весь процесс эквивалентен вычислению треугольного разложения:

A = LU, где L = Ln , Ln-1, .......L2, L1    , а  U = А(n+1)
Чтобы разложение удалось вычислить, необходимо,  чтобы все знаменатели aKK(K)  в формулах были отличны от нуля. Кроме того, для обеспечения приемлемой устойчивости вычислений желательно, чтобы поправочные коэффициенты Кп были не слишком велики. В результате гауссова исключения приходим к уравнению:

LUx = b , которое преобразуется в 
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 , после чего производится обратная подстановка. Здесь: U и L - верхняя и нижняя треугольные матрицы.

Ясно, что вычисления упростятся, если одна или более из величин формулы процесса факторизации

aij(K+1)=aij(K)  - aiK(K) aKi(K) / aKK(K), 

входящих в правую часть, будут равны нулю.

Методы для разреженных матриц основаны на следующих главных принципах:

а) хранятся только ненулевые элементы матрицы А;

б) формулами процесса факторизации пользуются, 

если  aiK(K) (0 и aKj(K) (0.
в) число новых элементов стараются по возможности уменьшить. Новый элемент возникает, если aij(K) =0  , а aij(K+1) (0

Одной из наиболее простых форм, исключающих заполнение, является ленточная форма. Обратная подстановка в методе Гаусса не порождает новых ненулевых элементов. Новые ненулевые элементы создаются только при прямом исключении.

Представим алгоритм Гаусса на каком-либо языке программирования в компактной форме. Алгоритм Гаусса строит верхнюю треугольную матрицу U и матрицу множителей L на месте матрицы А, так, что элементы матрицы А не сохраняются.

Исключение Гаусса с частичным выбором ведущего элемента 

для решения системы Ах=b
Цикл по столбцам А

For K=1 to U-1 do

Поиск максимального по модулю элемента в столбце

imax = индекс строки такой, что(ajmax,K(= max(aiK(   i( K
Проверка на нуль ведущего элемента (на вырожденность)
BUFFER - машинно-зависимая константа, оценивающая величину ошибок округления
IF(ajmax,K(( BUFFER, то перейти на конец цикла К.

Перестановка строк с индексами К и IMAX
For j=1 to n переставить aKj   и  aimax
Перестановка соответствующих правых частей
Переставить bK  и  bimax
Цикл по строкам
For i=K+1 to U do

Вычисление множителей и запоминание их в столбце К

m=aiK - aiK/aKK
Цикл по элементам строки I
For j=K+1 to N do

aij=aij -  m * aKj
Вычисление правой части строки I
bi=bi -  m * bK

Конец цикла по i.

Конец цикла по K.

Обратная подстановка
Цикл по строкам в обратном порядке
For i=N to 1 do

Подстановка известных компонент решения в правую часть.
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Проверка на нуль ведущего элемента
IF((aij(> BUFFER) then xi=r / aij 
Проверка на нуль правой части

Присвоить нуль компоненте решения и печать сообщения
Else IF(r( (  BUFFER then xi=0

или печать сообщения об ошибке 
else печать (несовместимая система, А - вырождена(.

Конец цикла по i.

Матрицы L и U хранятся на месте матрицы А. Каждый множитель помещен на месте обнуляемого элемента А.

В обычной записи:

a11X1+a12X2+a13X3+...+a1nXn=b1
a21X1+a22X2+a23X3+...+a2nXn=b2
a31X1+a32X2+a33X3+...+a3nXn=b3
......................................................

......................................................

an1X1+an2X2+an3X3+...+annXn=bn
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a21X1+a22X2+a23X3+...+a2nXn=b2
a11 
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Xn=b1 
[image: image10.wmf]a

a

21

11



[image: image11.wmf]a

a

a

a

X

a

a

a

a

X

b

b

a

a

22

12

21

11

2

23

13

21

11

3

2

1

21

11

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

+

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

+

=

-

.

.

.


Пример 1.
2X1+2X2+4X3=5

6X1-X2+X3=7
4X1-10X2-12X3= -4
2X1+2X2+4X3=5

       -7X2-11X3= -8   (вычитание первой строки, умноженной на 3 из второй строки)
     -14X2-20X3= -14 (вычитание первой строки, умноженной на 2 из третьей строки)

2X1+2X2+4X3=5

  -7X2-11X3= -8
      2X3=2 (вычитание второй строки, умноженной на 2 из третьей строки)
В обычной записи:
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(2(3)X1+(2(3)X2+(4(3)X3=5(3        (2(2)X1+(2(2)X2+(4(2)X3=5(2

       6X1       -1(X2      +1(X3=7                     4X1-10(X2-12(X3= -4
                    -7X2     -11X3= -8                          -14X2-20X3= -14
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                   -7(2X2-11(2X3= -8(2

                                             -14X2-20(X3=-14
                                                         0+2X3= 2

 в итоге:
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Пример 2.
2X1+2X2+4X3=5

6X1-X2+0(X3=7
4X1-10X2-12X3= -4
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    (2(3)X1+(2(3)X2+(4(3)X3=5(3

                                                 6X1+X2+0(X3=7
                                                       -7X2-12X3= -8

(2(2)X1+(2(2)X2+(4(2)X3=5(2

       4X1-10(X2-12(X3= -4
               -14X2-20X3= -14
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         -7(2X2-12(2X3= -16

                                  -14X2-20(X3=-14
                                              +4X3= 2

В итоге:
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Обращает на себя внимание тот факт, что в процессе разложения матрица может претерпевать заполнение (на месте нулевых элементов матрицы появляются ненулевые элементы).

Масштабирование и анализ машинного нуля.
Алгоритм Гаусса требует анализа ситуаций, когда некоторые получаемые числа равны 0.

С математической точки зрения было бы правильно положить BUFFER=0, однако на практике этого сделать нельзя. Числа которые при использовании такой арифметики должны быть нулями, почти наверняка не равны нулю при использовании арифметики с плавающей точкой из-за ошибок округления. Чтобы определить, является ли число нулем, необходимо рассмотреть два вида масштабов:

масштаб представления чисел в исходной задаче  и

масштаб представления чисел в машине.

Машинный масштаб определяется точностью (числом оперируемых цифр) самой машины. Поэтому для ЭВМ, которая выполняет действия с 10 десятичными цифрами, ведущий элемент 1,2(10 (-10) может рассматриваться как результат влияния ошибок округления и по праву может быть положен равным нулю.

Однако это было бы абсолютно неправильным, если все элементы матрицы А имели бы порядок 10(-8). Таким образом целесообразно масштабировать систему так, чтобы все элементы были порядка 1 и тогда было бы правильным считать, что малые числа порядка 1,2(10(-10)   представляют собой помехи из-за ошибок округления.

Существует два естественных способа масштабирования системы Ax=b.

* Мы можем умножить уравнения на некоторый множитель (например, на 108, если элементы аij имеют порядок 10(-8)) для выравнивания коэффициентов.
Мы можем умножить также столбцы матрицы А: это соответствует изменению единиц измерения неизвестных (например, переходу от сантиметров к метру).

К сожалению, существуют задачи, для которых масштабирование не столь легкий процесс, и удовлетворительный метод полностью автоматического масштабирования не найден. 

Например: 
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К счастью, большинство задач могут быть масштабированы без труда.

Решающим является выбор единиц измерения (они определяют величину изменения масштаба), которые естественны для задачи и которые не искажают соотношений между размерами объектов.

Наиболее простой способ масштабирования состоит в таком умножении каждой строки (уравнения), чтобы наибольший элемент строки был равен 1.

В предположении, что это сделано, перейдем к выбору величины BUFFER.

Если машина имеет t разрядов с основанием b, то в качестве значения BUFFER может быть всего С*b(-t), где С - некоторое небольшое число (3 ( 4) и должно постепенно расти с увеличением порядка матрицы.

Над каждым элементом аij  выполняется самое большое 2n2 арифметических операций, поэтому С=n2 - самое большое значение, которое следует рассматривать. Вообще C=n достаточно надежный выбор.
Подведем итоги:

1.  Вычисления более устойчивы (менее чувствительны к изменениям), если все элементы матрицы приблизительно одинаковы.
2.  Не известны способы масштабирования матриц в общем случае, и существуют матрицы, которые не могут быть удовлетворительно масштабированы.
3.  На практике обычно масштабируют строки (делением каждого уравнения на его наибольший коэффициент). Это достаточно надежный способ для обычно встречающихся задач.
4.  Для получения LU - разложения исключением Гаусса требуется порядка 
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операций сложения и умножения.
 Теперь обратимся к методу Холесского - симметричному варианту Гауссова исключения для симметричных положительно определенных матриц.

Предположим, что система уравнений, которую нужно решить есть 

Ax=b,

где    А - N(N симметричная положительно определенная матрица коэффициентов, 
b - вектор длины N, называемый правой частью, а 

х - вектор длины N, компоненты которого нужно вычислить.

Применения к А метода Холесского приводит к треугольному разложению 

А=L LT
где L - нижняя треугольная матрица с положительными диагональными элементами. 

Верхний индекс Т указывает на операцию транспонирования.

Таким образом имеем:
L LT х=b
Замена y= LTх показывает, что х можно получить, решая треугольные системы:

Ly=b
LT х=b
Поскольку L - треугольная матрица, то строка K может содержать ненулевые элементы только в первых K столбцах.

В частности, первая строка L содержит только один ненулевой элемент, так, что первая компонента y может быть легко вычислена. Вторая строка L содержит только два ненулевых элемента, следовательно, она связывает только две первые компоненты y; но так как первая компонента y известна, то теперь может быть вычислена и вторая. Таким образом, решаем систему уравнений относительно y.

Далее, поскольку матрица LТ также треугольная, аналогичный процесс используется для отыскания х из второго уравнения, только теперь требуется обратный порядок операций, так как  - LТ верхняя, а не нижняя треугольная матрица.

Рассмотрим сначала случай 2(2 матрицы

А=
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L=
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Потребуем, чтобы А=L LT
LT= 
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a11=l112;   a12=l11l21;  a21=l21l11; a22=l212+ l222
В силу положительной определенности матрицы А, элемент a11>0 и извлечение квадратного корня l11=
[image: image28.wmf]a
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 возможно.

Второй элемент определяется из уравнения для a21 (который равен a12, т.к. А - симметричная матрица).

Наконец, l22 определяется из равенства :

 l22 =
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Алгоритм разложения Холесского для симметричной матрицы:

Цикл по столбцам А

For K=1 to n do

Вычисление очередного вектора-строки, кроме диагонального элемента.
For i=1 to K-1 do

aKi=( aKi -
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Конец цикла по i.

Вычисление диагонального элемента
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Конец цикла по К.
Теперь множитель L расположен в нижнем треугольнике матрицы А.

Этот алгоритм может быть сделан более устойчивым заменой оператора, содержащего квадратный корень, следующим оператором:
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IF t >0 then aKK=
[image: image33.wmf]t

  else aKK =0

Это позволит избежать останова программы, когда элемент близок к нулю или точно равен нулю и ошибки округления случайно делают t отрицательным.

В качестве примера рассмотрим задачу:


[image: image34.wmf]4

1

2

0

5

2

1

0

5

0

0

0

2

0

3

0

0

0

5

0

0

5

8

0

2

0

0

0

16

,

,

,

     
[image: image35.wmf]X

X

X

X

X

1

2

3

4

5

7

3

7

4

4

=

-

-


Множитель Холесского для матрицы коэффициентов системы выглядит так:

L=
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Решая систему Ly=b, получаем:     y=
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Затем, решая систему  LTX=y, находим:   X=
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Этот пример иллюстрирует наиболее важный факт, относящийся к применению метода Холесского для разреженной матрицы А: матрица обычно претерпевает заполнение.

Это значит, что L имеет ненулевые элементы в позициях, где в нижней треугольной части А стояли нули.

Предположим теперь, что мы перенумеровали переменные в соответствии с правилом

Xi ((
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[image: image40.wmf] i =1,2,...,5

и переупорядочим уравнения так, чтобы последнее стало первым, второе снизу - вторым сверху и так далее, пока наконец бывшее первое уравнение не станет последним. Мы получим тогда эквивалентную систему уравнений:
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Должно быть ясно, что эта перенумерация переменных и переупорядочение уравнений равносильны симметричной перестановке строк и столбцов А, причем та же перестановка применяется к b.

Эту новую систему обозначим через 
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Применяя к ней , как и прежде, метод Холесского, мы разложим А в произведение 
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EMBED Equation.3[image: image45.wmf], где (с точностью до 3-х значащих цифр)
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Решая  (L(y=(b и (LT(x=(y, получим решение (x , которое есть всего лишь переупорядоченная форма  вектора х.


Важнейший момент состоит в том, что переупорядочение уравнений и переменных привело к треугольному множителю  ( , который разрежен в точности в той мере, что и нижний треугольник А.


Для большинства задач с разреженными матрицами разумное упорядочение строк и столбцов матрицы коэффициентов может дать огромное сокращение заполнения и, следовательно, экономию машинного времени и памяти.

9.3.2 Проблема упорядочения


Задача отыскания (хорошего( упорядочения, называемая в дальнейшем (проблемой упорядочения(, занимает центральное место при решении разреженных систем.


Для разреженной матрицы А общего вида проблема упорядочения решается сложнее, так как в этом случае необходима для обеспечения численной устойчивости та или иная форма выбора главного элемента, т.е. перестановки строк и/или столбцов. Таким образом при заданной А общего вида получают разложение для РА или PAQ, где P и  Q  - матрицы перестановок соответствующих размеров. 

(Заметим, что умножение на Р слева переставляет строки А, а умножение на Q справа переставляет столбцы А).


Эти перестановки для матриц общего вида определяются в процессе разложения путем компромисса между требованиями численной устойчивости и разреженности. Различные матрицы, хотя бы они и имели одинаковую структуру нулей-ненулей, обычно приводят к различным Р и Q и, следовательно, имеют множитель с различной структурой разреженности.


Другими словами, для разреженных матриц общего вида, как правило, нельзя предсказать, где произойдет заполнение, пока не начались собственно вычисления.


Тем самым, мы вынуждаем пользоваться какой-либо схемой динамического хранения, в которой память для заполнения выделяется в ходе вычисления.


С другой стороны, симметричное гауссово исключение (т.е. метод Холесского или один из его вариантов) в применении к симметричной положительно определенной матрице, не требует перестановок для поддержания численной устойчивости.


Поскольку PAPT также симметрична и положительно определена при любой матрице перестановки Р, это означает, что можно симметрично переупорядочить А, во-первых, не заботясь о численной устойчивости и, во-вторых, до начала реального численного разложения.


Эти возможности, обычно отсутствующие в случае матрицы А общего вида, имеют важнейшие практические последствия, тем более, что обычно в МКЭ  и МСЭ матрица А симметрична и положительно определена.


Но если упорядочение можно определить до начала разложения, то можно определить также и местоположение заполнения, которое произойдет при разложении. Поэтому способ хранения L можно выбрать до реального численного разложения, так же как и зарезервировать место для элементов заполнения. Вычисления затем проводят при структуре хранения, остающейся неизменной.


Таким образом три задачи:


1) выбор надлежащего упорядочения,


2) формирование подходящей схемы хранения,


3) реальные вычисления

могут быть разделены как самостоятельные объекты исследования и как разные модули программного обеспечения.


Ситуация изображена на рисунке



Эта независимость задач имеет ряд отчетливых преимуществ.


Она поощряет модульность при составлении математического обеспечения и, в частности, позволяет кроить метод хранения по мерке данного этапа.


Например, применение списков для хранения матричных индексов может быть вполне приемлемо для реализации алгоритма упорядочения, но решительно неудобно для реального хранения матрицы или ее множителей.


Точно также уверенность в возможности использовать при факторизации статичную схему хранения позволяет выбрать метод, очень эффективный в смысле требований к памяти, который, однако, потребовал бы катастрофических накладных расходов, если бы схему хранения пришлось менять в процессе разложения.


Наконец, во многих инженерно-конструкторских приложениях приходится решать большое количество различных задач с положительно определенными матрицами, имеющими одинаковую структуру.  Ясно, что упорядочение и формирование схемы хранения нужно выполнить лишь однажды; поэтому желательно, чтобы эти этапы были изолированы от реальных вычислений.

Задачи, которые приходится решать при выборе метода решения.


Итак, при некоторой матрице перестановки Р мы вместо А разлагаем в произведение (L(LT  матрицу РАРТ и, в соответствии с тем или иным критерием (L  может оказаться много привлекательнее, чем L.


Целью изучения разреженной матричной технологии решения линейных систем является снижение стоимости использования разреженности данной системы.


Понятно, что можно достигнуть огромных сокращений в запросах к памяти и вычислительной работе.


Мы познакомились с различными схемами хранения разреженных матриц, отличающихся способами использования нулей. В некоторых случаях допускается хранение части нулей в обмен на упрощение схемы хранения; в других - используются все нули системы. 


Выбор метода хранения, естественно влияет на запросы к памяти и на использование стратегии упорядочения (выбор матрицы перестановки Р). Кроме того, он оказывает существенное воздействие на реализацию разложения и решения, а, следовательно, на сложность программ и время исполнения.


Однако, независимо от того, какая схема разреженного хранения используется, в вычислительном процессе в целом могут быть выделены четыре фазы.


Шаг1 (упорядочение). Найти хорошее упорядочение (перестановку Р) для данной матрицы с учетом выбранного метода хранения.


Шаг 2 (распределение памяти). Определить необходимую информацию о множителе Холесского  L матрицы РАРТ с тем, чтобы сформировать подходящую схему хранения.


Шаг 3 (разложение). Разложить переупорядоченную матрицу РАРТ в произведение LLT.


Шаг 4 (решение треугольных систем). Решить системы Ly=b  и LТz=y, после этого положить x=PTZ.


Даже при заданном методе хранения имеется много способов для выбора упорядочения, определения подходящей структуры хранения и выполнения реальных вычислений.


Схему разреженного хранения вместе с соответствующей комбинацией упорядочения мы будем называть в дальнейшем методом решения.


Чаще всего задачами при выборе метода решения являются :


а) уменьшить запросы к памяти,


б) уменьшить время исполнения,


в) уменьшить некоторую комбинацию памяти и времени исполнения; эта комбинация отражает относительную цену ресурсов в стоимости использования машинной системы.

Хотя есть и другие критерии, иногда управляющие выбором метода, названные являются главными.

Но чтобы можно было заявить, что один метод лучше другого  в смысле одной из указанных выше мер, нужно иметь возможность точно оценить эту меру для каждого метода, а такая оценка значительно сложнее, чем кажется.

По запросам памяти можно сказать следующее.

Схемы хранения разреженных матриц состоят из двух компонент: основной памяти и накладной памяти. Сравнение стратегий упорядочения должно принимать во внимание используемую схему хранения; иначе оно не имеет практического смысла.

Что касается времени исполнения, то это более тонкий вопрос.

Время исполнения, необходимое для различных упорядочений, может меняться в очень широких пределах. Но даже, если упорядочение найдено, остается сделать еще многое, прежде, чем можно начать реальные вычисления.

Нужно сформировать подходящую схему хранения для L, а чтобы это сделать, нужно определить структуру L. Этот этап распределения памяти также различен по стоимости в зависимости от того, какие упорядочение и схема хранения применены.

Наконец, различия в схеме хранения могут повести к существенным различиям в числе арифметических операций, выполняемых в секунду, на этапах разложения и решения треугольных систем.

Обычно время исполнения разреженной матричной технологии примерно пропорционально (или должно быть пропорционально) количеству производимой арифметики. Однако, различия в упорядочении и структуре данных могут привести к большим различиям в константе пропорциональности. Таким образом, число арифметических операций может быть не очень надежной основой сравнения различных методов решения; по крайней мере им пользоваться следует осмотрительно. На константу пропорциональности влияет не только примененная структура данных, но и также архитектура машины, транслятор и операционная система.

Влияют на оценку времени и конкретные обстоятельства решаемой задачи. Например, если данную матричную задачу нужно решать лишь однажды, то сравнение стратегий, конечно, должно включать время, необходимое для определения упорядочения и формирования схемы хранения.

Напротив, если предстоит решать много различных задач с одинаковой структурой, то при сравнении методов может оказаться оправданным игнорирование стоимости этого начального этапа, поскольку львиную долю машинного времени забирают разложение и решение треугольных систем.

При других обстоятельствах нужно решать ряд систем, различающихся лишь правыми частями. В такой ситуации,  может быть, разумно сравнивать различные стратегии на основании времени, которого они требуют при решении треугольных систем.

Итак:

1.  Весь процесс решения системы Ax=b состоит из четырех основных этапов. Доля общего машинного времени, приходящаяся на каждый из них, в общем случае существенно меняется в зависимости от упорядочения и схемы хранения.

2.  В соответствии с обстоятельствами конкретной задачи время исполнения некоторых из упомянутых этапов может быть практически несущественным при сравнении различных методов.
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